Capitolo 3

Il metodo visto nella geometria dello spazio
duale

Nel precedente cepitolo € dato esposto in linea generde il metodo a luce
debolmente dSrutturata enfatizzando soprattutto la locdizzazione temporde e soazide Le
successve fas — determinazione dd piano ombra e triangolazione — possoOno essere
descritte in maniera compatta ed eegante, da punto di visa dd formdismo matematico,
introducendo la geometria dello spazio duae. L’idea che vi € dietro € quela di vedere
dementi definiti nello spazio euclideo, qudi per esempio punti, rette, piani, in uno spazio
che viene detto, appunto, duale. Verrd pertanto individuata una corrispondenza biuni-
voca tra gli dementi de due spazi. Nella nuova rappresentazione dude, gli  oggett
potranno essere facilmente relazionati con le corrispondenti  proiezioni sul  piano
immagine con vantaggi in termini computaziondl.

3.1 Definizionedi spazio duale

S indichi con (E) = A3 lo spazio Eudlideo tridimensionde associato d sistema di
fiferimento di ass cartesiani di centro Oc. Sia A un sottodominio di (E). Esempi di A
pOSsoNo essere un punto, una retta, un piano o una superficie. Si consderi il piano P, per
fissye le idee. Tde piano € univocamente rgppresentato in (E) dd que vettore
W=[wy Wy w,]" tde che, per ogni punto P appartenente a P espresso da vettore

%o =[Xp Yp Zp]", verrd soddisfattala condizione:
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Figura 3.1: Definizione di piano P che non attraversa |I’origine. Il piano P €
univocamente determinato dal vettore normalen e dalladistanzad dall’ origine.

%) =1

dove (% % € I’ operatore di prodotto scalare.

S noti esplicitamente che w € anche definito come n/d, dove n € il vettore
normae unitario de piano P e d € la diganza ddl’origine O, dd stema di riferimento
(Cfr. figura 3.1). La diganza d verra sempre assunta postiva e cio’ corrisponde a
condderare piani non passati per l'origine. Tde ipoted, nell’ambito ddle configura
zioni geometriche adoperate in questo contesto, verra supposta sempre sodisfatta.

S definisca adesso lo spazio (V) = A3, associato d sSistema di ass cartesiani di
centro O, e S assuma che W=[wy Wy w,]" individui un punto P in @\). Dato che a
ciascun vettore W corrisponde un unico piano P in (E), P viene indicato come il duale
dd piano P, e W) € detto spazio duale. In questo caso particolare un piano ndllo spazio
Euclideo corrigponde ad un punto nello spazio dude.

E posshile generdizzare il concetto di trasformazione dude. Sia A un generico
sottodominio di (E). 1l dude A di A € deinito come I'inseme di vettori W ndllo pazio
duale (W) che rappresentano tutti i possibili piani tangenti a A .
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Ad esempio se A € un punto P, esistono infiniti piani tangenti a A rappresentati da un
st infinito di vettori. Tdi vettori individuano nello spazio (W) un piano P che sard

aopunto I'imagine dude del punto P. Inoltre il piano P € univocamente rappresentato
da vettore X normae a piano $ess0 .
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Spazio euclideo (E) Spazio duale (£2)

ndrviduall da due Vettorr paralellr.

In maniera del tutto andoga una retta L nello spazio (E) corrisponde ad una retta L
nelo spazio dude. Infing, come gid vido dl'inizio dd paragrafo, un piano P in (E)

corrisponde a punto P in (W). Tdi corrispondenze sono riassunte nellafigura 3.2,

3.2 Proprieta del formalismo duae

Le proposzioni che seguono dSntetizzano acune ddle proprietd legate dla
geometria delo spazio dude. In pratica S vuole andizzare tde formalismo sopratutto

dlaluce de metodo proposto e nonin viadd tutto generde.

Proposizione 1. Sano P, e Py due piani padldi in (E) espress dai due vettori
W. e Wb (Crf. figura 3.3) e San0 Pa e P i corrigpondenti dudi. In tali ipotes i vettori

Wa e Wb, cheindividuanoi duepunti Pa e P b ndlo spazio dude, risultano pardldi.
Prova. | piani, essendo pardldi, hanno i corripondenti vettori normai  unitari

pardldi. Ricordando ladefinizione di W, segue |’ asserto.
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Spazio euclideo (E) Spazio duale (£2)

Figura 3.4: Proposizione 3. Due rette nello spazio Euclideo (E) che si intersecano in P e che giacciono sul piano P,
corrispondono a due rette nello spazio duale (W) che si intesercano in P e che giacciono sul piano P.

Proposizione 2. Sano P, e Py, due piani ortogondi in (E) espress dai due vettori
Wa. e Wh. In tdi ipotes i vettori Wa € Wb nelo spazio duade risultano ortogondi e
pertanto (Wi, W) = 0.

Prova. S segue la linea della prova ddla proposizione 1, ricordando che ora i due

vettori normdi unitari risultano ortogondli.

Proposizione 3. S congderi due linee L, e Ly in (E) che S intersecano nd punto
P e g indichi con P il piano che li contiene. In tdi condizioni, nelo spazio dude W) le
duelinee Lae L S intersecano nel punto P le cui coordinate sono fornite dal vettore
W, rappresentativo di P . Laproposizione 3 € esemplificata ndllafigura 3.4.

Prova. I'asserto segue immediatamente osservando che W definisce il piano P

che contiene entrambe le linee nello spazio (E).
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Prima di concludere il paragrafo € utile richiamare dcune proprieta, di cui non s
riportera ladimostrazione, vaide tanto nello spazio Euclideo quanto in quello dude.
Proprigta 1. S condderi una linea |.Tde lineg fisso un sdema di

riferimento di ass cartesiani, € rappresentata, a meno di un fattore di scaa, dd vettore
tricimengonale I =[I x I y | ; ]7. Ebbene un punto P di coordinate x=[x y 7" giace sulla
lineal seesolose (X,17)=0.

Proprita 2. S conddei un piano P. Tde piano, fisssto un dgema di
rifeimento di a8  catedani, € rappresentato  da vettore  tridimensionde
W=[wy Wy w;]". Ebbene un punto P di coordinate X=[xy 7" giacesul unpialo P see
solo se (X,W)=1. Tee proprieta, gia esposta al'inizio del paragrafo 3.1, € dtata
riformulata per maggiore chiarezza.

Proprieta’ 3. S condderino due punti P, e P,. Tdi punti sono rgppresentati, in
un Sstema di ass cartesiani, dai vettori X.:=[x1 Y1 z1]' € X:=[x2 y» 2]". Il vettore | ,
rappresentativo della linea passante per i punti P e P2, S puo’ scrivere come il prodotto

vettoride tra X. e X. . Indtri termini 1 = X~ X..

3.3 Lageometriadel metodo allaluce del formalismo duale

Ne precedente capitolo € dato presentato il principio geometrico dd metodo a
luce debolmente drutturata ed in particolare ndla figura 22 ne € data illudrata la
configurazione geometrica nello spazio Eudideo (E). Sfruttando le proprieta dd
formdismo dude, € posshbile individuane la corrigpondente configurazione dude nelo
gpazio (W).

S faccia riferimento dla figura 35. Nela pate gnidra compare una
configurazione smile a qudla di figura 2.2. Viene fissto il riferimento (O, X, Ye, Zo)

soliddle con latdecameranello spazio Euclideo (E). | due piani P, e P, sono stati
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Figura 3.5: La configurazione geometrica del metodo vista nello spazio Euclideo (E) e duale (W). | piani PPy

sono visti nello spazio duale comei punti Pa € Pb. Tali punti vengono individuati dai vettori Ve Wh , rappresentativi
dei piani Pae Py. Il duale dellalinea L, intersezione trai due piani Pae Py, € quellalinea che passa attraverso i punti
|5 a € |3 b.

sodtituiti dai piani P, e Py, non necessariamente ortogondi. La linea L, intersezione de
piani P 5 e Py, corrigponde dlalinea | sul piano immagine.

Il dude di tde druttura geometrica € rappresentato nella parte destra della figura
3.5. Ai piani Pae Py, in (E) corrispondono i punti Pa e Po in (W), individuati dai vettori
W= e Wb. Allalinea L corrisponde la linea L passante per i punti P e Po. A patire da
queste consderazioni € possibile introdurre la seguente proposizione:

Proposizione 4. Con rifeimento dla configurazione geometrica illugrata ndla
figura 35, sa | il vettore rappresentativo ddlla linea | . In tdi ipotes il vettore | risulta
pardldoaws - Wh. Indtre paroleil vettore Wa - Wb € rgppresentativo dellalineal .

Prova. Sa un punto P gppartenente dla linea L e 9a p la proiezione di P aulla
linea immeagine | . appartenente d piano immagine S indichino con X=[X Y Z]" e
X=[xy 7" le coordinate ripettivamente di P e p. Come si vedra nel capitalo IV, X e X

sono legati ddla rdlazione X = ZX. Poicheé P agppatiene dlalinea L, cio' sgnifica che

25



Capitolo 3

P appatiene daa P, che a Py, Pertanto, per la proprieta 2 e sfruttando |a relazione tra

X e X,vde

x|

H

i (v

)
)

W, 1
. b <V_\A-V_\b,7>:0

|

Quindi per la proprieta 1, la retta rappresentata dal vettore Wa - Wb contiene il punto p
rappresentato da X. Dao che cio’ vae per ogni p appartenente a |, S puo’ concludere

cheil vettore Wa - Wb € rappresentativo di | e deve essere pertanto paraldoal .

Le proprietd e le proposzioni presentate forniscono gli strumenti necessari per
proseguire in maniera compatta I'andis interrotta nel precedente capitolo. Nel successvi
paragrafi 9 procedera con l'individuazione del piano ombra e con I'edrazione ddle

coordinate dei punti di lavoro attraverso la proceduradi triangolazione.

3.4 Individuazione del piano ombra nota la posizione della
sorgente luminosa

Uno de risultati ottenuti nel precedente capitolo € sato quello di determinare per
ciascun istante di tempo le coordinate dei pixel Xiop € Xoot (Cfr. 8 2.6). S consideri per
esempio un certo isante ts. Essendo nota la posizione dd piano immagine nd riferimento
(Oc¢, Xey Yo, Zc), € posshile individuare i vettori Xwop= [X% Vit z ] € Xoot= [Xo Yb Z ]
rappresentativi dei due pixel Xiop € Xpot- NOti Xtop € Xoot, il Vettore associato dlarettadi
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I metodo visto nellageometriadello spazio duale

Sorgente

Xs= T Raggio Ottico
luminosa Xo=[ Xs ¥s 2 ] x> ’

(Oc;xc) ///

Figura 3.6: Configurazione geometrica del metodo assumendo nota la posizione della sorgente luminosa. In
tal caso, ai fini dell’individuazione del piano ombra, non € necessario introdurre il piano verticale e larelativaretta

[n(t).

terral n(ts) € calcolabile tramite laproprietal 3:

[ h(t) = Xtop ™~ Koot

S assuma adesso di conoscere la posizione ddla sorgente luminosa S e s indichi

con Xs= [ Xs Ys Zs ]" il suo vettore rappresentativo. Come gia accennato precedente-

mente, la conoscenza di Xs permette di calcolare la posizione del piano ombra P (ty)

senza dover introdurre necessariamente il piano verticde P e la rdativaretta | (t). Nela

figura 3.6 sono riportate acune delle grandezze in gioco.
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S Plano ombra

Spazio Euclideo (E) Spazio duae (W)

Figura 3.7: Il piano ombra visto nello spazio euclideo e in quello duale. Il piano ombra P s corrdponded vettore W
nello spazio duale. Tale vettore puo’ essere individuato dall’intersezione trail dualedi Seil dualedi Ls.

Nela figura 3.7 viene illusrao graficamente come deeminare il piano ombra
introducendo il formalismo duale.

Sa ws = Ws(ty) il vettore rappresentativo dd piano ombra P s = P (t5). Tae vettore
individua il punto P (ts) , dude di P (tg), ndlo spazio duade (W). S indichi con Ls= Ln(ty)
il dude ddla linea di terra Ls = Lp(ty). Sainfine Wh il vettore rgppresentativo del piano
P 1. Tde vettore individuail punto P, dude del piano Py, nello spazio (W).

Dato che Ls giace sul piano Py, il punto dude Pn (individuato da Wh) appar-
tiene dla retta Ls. Inoltre dato che Ls giace sul piano P il punto dudeP (ts) (indivi-
duato da W) appartiene ancora dla retta Ls. Di conseguenza, essendo verificate le
ipotes della proposizione 4, [ n(ty) risulta pardlelo d vettore Ws - Wh. Ne segue che |l

dudle P (ts) dd piano ombrae calcolabile tramite la seguente relazione:
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I metodo visto nellageometriadello spazio duale
We = Wh + as In (ty) (3.1)

dove as € un coefficiente resle incognito, mentre Wh e I r (t5) Sono noti.
Per determinare as basta imporre il vincolo che il punto luce S gppartiene a piano
ombra. Cio' equivdle ad imporre che P (ts) appatiene ad piano dude S. Pertanto,

ricordando la proprieta 2, vae la seguente implicazione:

~

ST Ps U (v—vg,Ys>:1

Applicando |'operatore di prodotto scalare di Xs ad ambo i membri della (3.1), S
perviene dla seguente espressone per as:

1-<_Wh,_Ys>
(Th,Xs)

con la quae € posshile individuare univocamente il vettore Ws  rappresentativo del

ds= (32)

piano ombra e quindi trovare il piano ombra stesso.

Owviamente la ricodruzione di Ws € lecita a patto che I'origine dd sstema di
riferimento O non appartenga d piano ombra. In tal caso non € piu posshile definire
un vettore rgppresentativo de piano ombra essendo la distanza del piano dal’origine

nulla Dd punto di viga geometrico € reativamente facile da dimostrare che se il piano
ombra contiene O significa che anche la proiezione | s dellaretta L s sul piano imma

gine conterra la proiezione % dd punto luce Xs sul piano immagine. Dato che, come

gia mensonato precedentemente e come 9 vedra meglio nd capitolo sulla cdibrazione,

Xs e Xs s0no legati daun coefficiente di proporziondital, S puo’ scrivere:
< I_s s Ys> =0

da cui, per la (3.2), as e quindi ||ws| vanno dl'infinito. In tai condizioni non 9 puc

proseguire con la successva fase di triangolazione e il pixd di lavoro non puo essere
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scandito. Per questo moativo il piano ombra che contiene O, viene detto piano proibito.
Ne cad redi il piano proibito s ha quando |'operatore proietta un’ombra passante per
I’obbiettivo ddla telecamera che viene sceto come centro del Sstema di riferemento.
Risultati sperimentali dimodirano la sima del piano d'ombra € cattiva anche nelle zone
adiacenti il piano proibito.

3.5 Individuazione del piano ombra senza conoscere la posizione
della sorgente luminosa

Se non s conosce la posizione dd punto luce Xs, il principio che gta dietro la
ricodruzione de piano ombra rimane essenzidmente lo desso ripetto d  caso
precedente. Tuttavia occorre introdurre nuovamente il piano verticde, la linea L(ts) e la
sua proiezione | (ts) sul piano immagine. L'andis fatta ne capitolo Il per trovare | 1(ty)
S puo ripetere in maniera perfettamente identica nel caso ddla retta | (t) sul piano
verticde. Il vettore 1 v(ty), rappresentativo della retta | y(t), S assume pertanto noto. Nella

figura 3.8 compare la configurazione geomeirica con piano verticae e orizzontde e la
corrigpondente rappresentazione nello spazio duale.

S indichi con L; I'intersezione tra i piani P, e Py. La proiezione di L; sul piano
immagine da luogo dla linea | ;. Tde linea € rappresentata dal vettore 1 le cui coor-
dinate s assumono note ddla procedura di cdibrazione. Sano Wh e W | vettori rap-
presentativi dei piani P, e P . Ndlo spazio dude Wh e W individuanoi punti Pv e Phn.

S indichino con Th=In(t), I v =1 v(t) € We=Wk(ts) i vettori rappresentativi delle
linee | w(ty), | v(ty e de piano ombra P (ts). Poiche | (t) € la proiezione sul piano
immagine ddla linea L, = Ln(ty), intersezione tra P, e P(ts), per la proposzione 4 il
vettore (Ws - W), nelo spazio dude, sara pardldo d vettore 1n. Di conseguenza il

duale de piano ombra (e ciog il puntoP (ts) individuato da W) dovra giacere sulla retta

passante per P (individuato da W), lacui direzionee determinatada In . Taeretta
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Spazio Euclideo (E) Spazio duale (W)

Figura 3.8: Grandezze geometrichein gioco nel casoin cui non € notala posizione della sorgente luminosa. Intd
caso occore introdurre nuovamente il piano Py e la relativa retta |,(ts). Nella parte destra della figura compiono le
grandezze duali.

€ esenzidmente Ln, dude di | n(t). Andogamente poiche | (t) € la proiezione sul
piano immagine ddla linea Ly = L (1), intersezione tra P e P (ts), per la proposizione 4 il
vettore (We - Wi ), nello spazio dudle, sard paralelo d vettore 1 . Pertanto P (ts) dovra
giacere sulla retta passante per P (individuato da W), la cui direzione € determinaa
da 1. Tde retta € essenzidmente L., dude di |(t). Di conseguenza nelo spazio
dude, P(t) € il punto di intersezione tra Ln e L. Per trovare le coordinate di

P (ts) (espresse dal vettore We) s Sfruttala seguente eguaglianza:

We = Wh + anln(t) = W+ avl Wty (3.3

31



Capitolo 3

dove an e a, sono de coefficienti scdari. Tae espressione, ricavata sull’orma della (3.1),
fornisce 3 equazioni scalari in dueincognite (an e ay) rendendo il problemarisolvibile,

In presenza dd rumore I'andis S complica, non essendo piv’ vero che le due
rette Ln e Lv S devono necessariamente intersecare in un punto nello spazio {\). Cio’
equivae a dire che le tre linee | y(ts), | v(ts) € |'{ non g intersecano in un unico punto ne
piano immagine oppure che i tre vettori In, v e i non sono complanari. Tuttavia €
ancora posshile identificare P (ts) come que punto nello spazio che minimizza la
somma del quadrati delle sue distanze dalle due rette Ln e Lv. E possibile dimostare che
il vettore W, rappresentante P (ts) nello spazio dude, s puo’ esprimere ndla seguente

maniera:

W+ Ws2

con:

1 W =Wh+anl n(ty)

':‘WSZ =W +av I_v(ts) (34)
doveay, ea, sono esprimibili come:
@ _g (1) - (T P g o-su)h @9
u 8‘<Ih,|v> <IV,IV>H v,V_\h'\_M>H

S noti che Wa € W2  pOSSONO essere viste come le proiezioni ortogondi di wWs sulle rette

Ln e Lv ripettivamente.

Sa conoscendo la posizione dela sorgente luminosa che ignorando tde
informazione € ao possbile ricavare il vettore Ws che individua univocamente il piano
ombra nello spazio euclideo. Il passo conclusvo € qudlo di trovare le coordinate

gpazidi del punto di lavoro tramite I’ operazione di triangolazione.
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Sorgente Raggio Ottico
luminosa (Oux)
/+ Xe ( p) Piano
immagine
///// ZC
OC // >
Y. Camera

Figura 3.9: Procedura di triangolazione. Intersecando il raggio ottico (Oc, X¢) con il piano ombra P (ts) €
possibile individuare il punto P nello scenario.

3.6 Triangolazione

Supponendo, come d solito, di fissare il ggtema di riferimento (O, X, Ye, Zo)
solidele con la telecamera, s indichi con X = [Xc Yce ZJ" il vettore che individua il
punto di lavoro P e con X¢ = [x Ve z]" il vettore che ne individua la proiezione p sul
piano immagine. Il vettore X . € I'incognita mentre X € noto, essendo note le coor-
dinate in pixd di p sul pilano immmagine e la poszione dd piano immagine sesso nd
rifeimento (O, X, Ye, Zc) (9 confronti il capitolo sulla calibrazione). Nela figura 3.9
sono visudizzate le grandezze in questione.
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L’operazione di triangolazione, come giad accennato nel paragrafo 2.2, consiste
nell’intersecare il raggio ottico (Oc, X ) con il piano d ombra P (t), a tempo d ombra ts
(isante di tempo in cui I'ombra passa per il pixd X¢). Il risultato di tae intersezione
fornisce le coordinate del punto P. La notazione introdotta consente di ricavare
agevolmente un espressione per X .

Poiche P gppartiene a piano ombraP (ts), per lapropieta’ 2, vae:

Ricordando che X, = Zc X (cfr. capitolo sulla cdibrazione) la precedente espressione
diventa:

R R
<VV5,XC>—ZC U Zc_<WS1YC>
Per cui :
- %
Xe =ZcXe _<WS’YC> (36)

La(3.6) fornisce quanto s stava cercando.

Il vettore X . fornisce le coordinate di P nd riferimento dela telecamera. Tuttavia
non € difficile vautare I'dtezza del punto P da piano di terra Py, facendo ancora uso

dellageometriadude.

Con riferimento dla figura 3.10, sSa X, il vettore che individua la proiezione di
P sul piano di terra P e Sa Xy, il vettore differenza X - X,. Per costruzione X
risultera pardldo d vettore normde unitario N dd piano Pn. Essendo Wi il vettore

rappresentativo del piano P, , €530 9 puo’ esprimere come:

Wh =

=3El
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Piano di terra

Figura 3.10: Rappresentazione vettoriale legata al punto di lavoro. Facendo uso del formalisnoddlospezic
duale si riesce aricavare agevolmente |’ altezza del punto di lavoro dal piano di terra.

con dy pai dla diganza dd piano di terra da centro dd sgema di riferimento Oc. A
questo punto S prenda in esame il prodotto scaare tra il vettore rappresentativo ddl piano
d tera e il vettore che individua il punto P ndlo scenario. Tde quantitad § puo

riscrivere come

h

(@ X = <?,yn+7h> = (., K + <% 7h>

Tenendo conto che il vettore X, € rappresentaivo di un punto che giace sul piano di

terrae chei vettori in e X , sono paralldi, il precedente prodotto scalare diventa:

@X)=1+ 2y Zy=dn(1- (X))

h

dove Z, € I'dtezzadd punto di lavoro dd piano di terra
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Poiche il punto P gppartiene d piano ombra per definizione (il che implica che

(W Xc)=1) epoiche’ X¢=Z:X, I'dtezzaZ, s puo’ anche esprimere come:
Zo = On Zo (W - Wh, Xc)
che, in assenza di rumore e ricordando I’ equazione (3.3), diventa:
Zo= anth Zo(Tn Xc) (3.7)
Di conseguenza il pixd X gppatienedlalineadi terraimmaginel  :

<|_h,xc> =0Pb Z,=0

Questo risultato, evidentemente intuitivo, € messo in evidenza in modo semplice ed
elegante dal formaismo dello spazio dude.

3.7 Sorgentedi luceal’infinito

Un caso interessante € qudlo ddla sorgente di luce dl’infinito. Cio' suggerisce,
per esempio, di identificare il punto luce con il sole, consentendo di effettuare scansioni
anche in ambienti ederni. Se 9 introduce il piano verticale, non € necessaria adcuna
conoscenza sulla poszione dd sole. Petanto € posshbile pensare ad un gpproccio
leggermente differente. S proietta sullo scenario un'ombra usando una bacchetta o un
ada la cui podzione € fissta L’'ombra § sposera mano mano che il sole S muove,
scandendo cos’ tutta la superficie di lavoro. L’ operazione sard Sicuramente molto lenta,
masg potrebbe estendere a oggetti molto difficili da scandire con i Sstemi tradiziondi.

Se invece la poszione dd punto luce S assume nota e fissata, 9 puo’ fare a meno

del piano verticde. In ta caso ovviamente la scangone deve essere effettuata in tempi
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Figura 3.11: Scansione usando il sole come sorgente luminosa. Assumendo notaefissatala
posizione del punto luce (il sole), la scansione viene efettuata facendo scorrere sull’ automobile
|’ombra generata da un’ asta.

brevi, prima che il sole 3 sposi senshilmente ddla poszione di patenza Ndla figura
3.11 € mostrato un esempio di come S possa facilmente scandire un oggetto voluminoso,
quale un’ automobile, sfruttando come sorgente luminosail sole.

L'ipotes di punto luce dl’infinito richiede di dover leggermente modificare le
equazioni ricavate nd paragrafo 3.4 per la vautazione del piano ombra. Ora il vettore
Xs, che individua il punto S dl’infinito, ha norma infinita. Pertanto il piano S (dude dd
punto S) passa per I'origine del sstema di riferimento O, wy, Wy, W;) ndlo spazio dude
(W) ed € dato appunto dal vettore :

dove ns € il vettore normade individuante la direzione de punto luce nd ssema di
riferimento ddlatelecamerae ds € ladiganzaddl’ origine O (ds = 0).

Tenendo conto di cio’, leimplicazioni che hanno portato dla (3.2) diventano:

~ J— ~

STPs U (wmX)=10 (W)=0
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da cui, applicando |’ operatore di prodotto scaare di ns ad ambo i membri ddla (3.1), S

perviene dlanuova espressione per as:

I's)
Z

|~
w
>
w
S~ |~

as (3.8)

Quindi assumendo di conoscere la direzione dd vettore normde ns ddla procedura di
cdibrazione, la (3.8) consente di cdcolare il coefficiente as cod’ come il vettore Ws

(tramite |’ equazione (3.1)).

3.8 Piano orizzontale e verticale nello spazio duale

Ne precedenti paragrafi € gato assunto che le poszioni dd piano orizzontde Py,
e verticde P, , nd sstema di riferimento solidde con la telecamera, fossero note. Ddla
procedura di cdibrazione s possono effettivamente ricavare tutte queste informazioni.
Tuttavia 9§ vuole far vedere che introducendo ancora il formdismo dello spazio dude €

aufficiente conoscere solamente la posizione dd piano orizzontae.

S prenda come riferimento la figura 3.12. Essendo i vettori W e Wh rappre-
sentativi dd piani P e Py rigpetivanente, quedi individueranno nello spazio dude |
puti Pn e Pv. La linea L;, intersezione tra P e Py, avra come dude la linea L
rappresentata in (W) da vettore Li. Infine la proiezione di L; sul piano immagine €
rappresentata dal vettore | i (cfr. figura 3.8).

Poiche L; € in comune d piano orizzontde e verticde, cio’ corriponde, nello
spazio dudle, a dire che la linea Li deve passare per ipunti Pn € Py oppure, equiva-
lentemente, che il vettore Wv - Wh deve essere pardlelo a [ (sono soddisfatte le ipotes

della proposizione 4). Pertanto deve esistere uno scalare a taleche W = Wh +a [ 1.
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Xc W3
Oc Yc 0]
W1
Zc W2
Spazio Euclideo (E) Spazio duae (W)

Figura 3.12: Metodo per trovarela posizione del piano verticale conoscendo quella del piano orizzontale.
Sfruttando le rappresentazioni duali del piano verticale e orizzontale € possibile trovare una relazione tra i vettori

rappresentativi dei due piani.

Essendo i due piani Py e P, per costruzione ortogonai, per la proposizione 2

risultache ( Wh, W ) = 0. Cio' porta alla seguente espressione per W :

~—
~l

s
s

B
s

—
—l

Dove Wh € noto dalacdibrazionee I i los puo’ esrare dal’immagine acquisita,
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